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Dérivée

Que représente graphiquement la dérivée d'une fonction f en
un point ?

f ′(α) est le coe�cient directeur de la tangente au point
d'abscisse α.
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Dérivée

Notation de Leibniz :

f ′ =
df
dx

où dx est une petite variation (� in�nitésimale �) de x et df
est une petite variation de f(x).

df = f ′ × dx

En fait :

∆f ' f ′ ×∆x

On peut calculer une augmentation (ou diminution) de f(x)
quand on connaît celle de x (qui doit être petite) et la valeur
de la dérivée f ′.
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Dérivée

Exemple 1

De combien augmente l'aire d'un carré quand son côté
augmente de 4 mm?

La réponse n'est pas 16 mm2 !
Soit f(x) = x2 et α le côté du carré initial.

O

côté

aire

α

α2

dx = 0, 4

df ≃?

df ' f ′ × dx or f ′(x) = 2x donc f ′(α) = 2α : il faut
connaître α. Par exemple, si le carré fait initialement α = 3
cm alors f ′(3) = 6 d'où df ' 6× 0, 4 = 2, 4 cm2.
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Fonction de plusieurs variables

Dérivées partielles

Exemple 2

Le volume V d'un cylindre est fonction du rayon r de sa base
et de sa hauteur h :

V = f(r, h)

ici

V = πr2h.

On peut dériver la fonction suivant r (si le rayon varie) :

f ′
r =

∂f

∂r
= π × (2r)h = 2πrh

ou suivant h (si la hauteur varie) : f ′
h =

∂f

∂h
= πr2 × 1 = πr2.
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Fonction de plusieurs variables

Di�érentielle

Soit f une fonction di�érentiable de deux variables x et y.

Une petite variation de x engendre une variation de f :
df = f ′

x × dx.

Une petite variation de y engendre une variation de f :
df = f ′

y × dy.

Une petite variation de x et de y engendre une variation de f :

df = f ′
x × dx+ f ′

y × dy.

(c'est en fait une approximation)

C'est ce qu'on appelle la di�érentielle de f .
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Fonction de plusieurs variables

df = f ′x × dx + f ′y × dy

Exemple 2

Un cylindre a pour rayon 3 m et pour hauteur 5 m.
De combien augmente son volume si le rayon augmente de
1 cm et si la hauteur augmente de 2 cm ?

df ' f ′
r × dr + f ′

h × dh
' 2πrh× dr + πr2 × dh
' 2π × 3× 5× 0, 01 + π × 32 × 0, 02
' 0, 48π ' 1, 50796 m3.

(valeur exacte : π × 3, 012 × 5, 02− π × 32 × 5 = 0, 481702π
soit environ 1, 514978439).
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Fonction de plusieurs variables

Passage aux écarts types

Á partir de la formule

df = f ′
x × dx+ f ′

y × dy

on peut démontrer que

(σf )2 = (f ′
x × σx)2 + (f ′

y × σy)2
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Fonction de plusieurs variables

(extrait du cours de M. Cauliez)

Exemple 3

Calculer l'écart-type sur
l'aire du triangle ci-contre,
sachant que :
í écart-type sur Â : 3 cgr ;
í écart-type sur b : 10 cm ;
í écart-type sur c : 7 cm.

c = 120 m

b = 160 m

Â = 72 gr

A

C

B



Fonction de plusieurs variables

(σf)
2 = (f ′x × σx)2 + (f ′y × σy)2 + . . .

Exemple 3

Données : Â = 72 gr et σÂ = 0, 03 gr ; b = 160 et σb = 0, 1 ;
c = 120 et σc = 0, 1.

L'aire se calcule avec S =
1

2
bc sin Â donc 2S = bc sin Â.

Si on écrit 2S = bc sin Â = f(b, c, Â) alors :
(2σS)2 = (f ′

b.σb)
2 + (f ′

c.σc)
2 + (f ′

Â
.σÂ)2

= (c sin Â.σb)
2 + (b sin Â.σc)

2 + (bc cos Â.σÂ)2

= (c sin Â.σb)
2 + (b sin Â.σc)

2 + (bc cos Â tanσÂ)2

' 235, 4

donc σS '
√

235, 4

2
' 7, 7 m2 (pour une aire S ' 8686, 4 m2).
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Données : Â = 72 gr et σÂ = 0, 03 gr ; b = 160 et σb = 0, 1 ;
c = 120 et σc = 0, 1.

L'aire se calcule avec S =
1

2
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2 + (b sin Â.σc)
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2 + (f ′

c.σc)
2 + (f ′

Â
.σÂ)2

= (c sin Â.σb)
2 + (b sin Â.σc)

2 + (bc cos Â.σÂ)2

= (c sin Â.σb)
2 + (b sin Â.σc)

2 + (bc cos Â tanσÂ)2

' 235, 4

donc σS '
√

235, 4

2
' 7, 7 m2 (pour une aire S ' 8686, 4 m2).
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(σf)
2 = (f ′x × σx)2 + (f ′y × σy)2 + . . .

Exemple 4
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DNi =
Dh

tan V̂

comment trouver l'écart type sur DNi connaissant ceux sur
Dh et sur V̂ ?

DNi dépend (est fonction) de Dh et de V̂ :

DNi = f(Dh; V̂ )

donc
σ2
DNi
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f ′
Dh
× σDh

)2
+
(
f ′
V̂
× σV̂
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Fonction de plusieurs variables

Quelques règles utiles

d(u+ v) = du+ dv

d(k × u) = k × du

d(u× v) = du× v + dv × u

d
(u
v

)
=

du× v − dv × u
v2

Si la fonction ne se présente pas sous une de ces quatre
formes, on se servira des formules générales
df = (f ′

x × dx)2 +
(
f ′
y × dy

)2
+ . . . et

σ2
f = (f ′

x × σx)2 +
(
f ′
y × σy

)2
+ . . . .
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est de la forme

u

v
donc

dDNi =
dDh × tan V̂ − d(tan V̂ )×Dh

(tan V̂ )2

or d(tan V̂ ) = (tan)′V̂ × dV̂ =
1

cos2 V̂
× dV̂

d'où

dDNi =
dDh × tan V̂ − 1

cos2 V̂
× dV̂ ×Dh

(tan V̂ )2
, etc.
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Fonction de plusieurs variables

Supplément

Exemple 5

Le rayon d'une boule augmente de 2 %.
Quel est l'augmentation relative (approximative) du volume de
la boule ?

V =
4

3
πR3 donc

dV
dR

= 4πR2

d'où dV = 4πR2dR.

L'augmentation relative est donc
dV
V

=
4πR2dR

4
3
πR3

= 3
dR
R

ce qui donne 6 % d'augmentation environ (valeur exacte :
7651/1250 soit 6,1208 %).
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