Corrigé - ESGT 2013'

Probléme 1
Partie A

1.

La fonction f est paire donc la connaissance des valeurs et varia-
tions de f sur [0; +oo| donne celles de f sur |—oo; 0].

f est paire donc sa courbe est symétrique par-rapport a I'axe des
ordonnées.

En utilisant (e*) = u/e*, on obtient :
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Comme €' > 0 pour tout réel t et —z < 0 sur ]0; 400, on en
déduit que f est strictement décroissante sur [0; +oo] .
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lim —— = —oco donc lim e

7 = lim e =0.
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Enfin, f est paire donc ses variations sur | —oo; 0] sont inverses

de celles sur [0; +o0] .
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5. fl(x) +af(z) = —xe T +xe” 7 =0.

Donc f'(z) = —xf(x). f est le produit de deux fonctions u et v
dérivables donc elle est dérivable. De plus, u = —x donc v/ = —1
et v = f donc v = f" dou f'(z) = —1f(x) + (—x)f'(x) =
e % —x( re” 952) (22 =1 e 7 = (22— 1)f(x).

On cherche le signe de la dérivée de f/, c’est-a-dire de f”. Or
22 —1=(z—1)(z+1) et f est positive sur [0; +oo| d’apres le
4°) don -
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10.
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Pour la limite en 400, remarquer que :

a2 x t1/2
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La fraction est 'inverse de — qui tend vers l'infini quand ¢ tend

vers l'infini (ce qui est le cas ici) donc cette fraction tend vers 0.

Si0<a<x<b< lalors f'la) > f'(x) = f/(b) car f" est
décroissante sur [0; 1]. L’ILA.F. nous dit alors que :
F'(0) (w2 —21) < f(22) = fla1) < fla) (2 — 21) sia<my
donc, en prenant x; = a et 9 = b, il vient
f'(0)(b—a) < f(b) = f(a) < f'(a)(b—a)

Méme raisonnement si 1 < a < b, sauf que f'(a) <
croissante sur [1; 400 .

< T <b

f'(b) car f est

. L’équation de la tangente T, est y = f'(a)(x — a) + f(a) donc

ta(z) = f'(a)(z —a) + f(a).

Remarquons d’abord que f(z) < t,(z) <= f(z) — to(z) < 0 <=
f@)=(f(a)(z=a)+ f(a)) <0 <= f(z)— f(a) - f'(a)(z—a) <O
Si x < a alors en remplacant b par a et a par x dans le premier
résultat du 8°), il vient : f'(a)(a — x) < f(a) — f(x) donc

f(@) = fla) = f'(a)(z —a) <0.

Si « > a alors en posant b = x dans le premier résultat du 8°), il
vient : f(z)—f(a) < f'(a)(z—a) donc f(z)—f(a)—f'(a)(z—a) < 0.

Sur [0; 1], la courbe est en dessous de ses tangentes.



11. Raisonnement analogue, en utilisant la seconde paire d’inégalités
du 8°).
Sur [1; +oo[, la courbe est au dessus de ses tangentes.

12. Ceci est un cas particulier de 10°) et de 11°), avec a = 1.

La courbe est en dessous de sa tangente 77 avant le point de
contact et au dessus ensuite.

Partie B
1. Du fait de la symétrie de la courbe de f, on a :
0 1 +o0
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donc P(|—o0; 0]) = ;P( | —o0; +o0]) = ;

9. of — /
3. o ~ /27 % (0,8413 — 0,5) =~ 0,856

Partie C
1. Comme f’ < 0 (cf. Partie A.7°)), f est décroissante sur IR donc,

sik_1<t<kalorsf<k_1>>f(t)>f<k>
n n

1

dt—/ f(t)dt:@(P(]—oo; 1])—2>

n n

2. En intégrant I'inégalité du 1°) (en remarquant que les bornes de

I'intégrale sont dans le bon sens), on trouve :
k

/kf<k> dt < /kklf(t)dtg/flf<k;1>dt

k
Mais f <> ne dépend pas de t donc

For()a = o(f) e = (3
(-

-

et de méme pour la borne de droite.

La borne de droite vaut :
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4. L’inégalité de droite provient de celle de gauche du 3°) et celle de
gauche vient de celle de droite du 3°).

1
5. Comme lim — = 0, on obtient lim wu, = & (< théoréme des
n——+oo n, n—-+o0o

gendarmes ).

1 1
6. Il suffit que — (1 — > < 1072 donc que
n Ve

1
) + 1072 ~ 39, 3 donc on prend n = 40.
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Probléme 2

1. Voir une démonstration fici.

2. Conséquence directe du 1. puisqu’on peut remplacer a et A par b
et BoucetC.

3. Je vous laisse faire...
4. On utilise sin(m — z) = sin x.
Dans le triangle ABC,


http://blogdemaths.wordpress.com/2011/06/18/loi-des-sinus-une-demonstration-simple/

7. D’apres 6°),

AB
~ = 2R donc AB = 2Rsin(m — (3a+ 35)) = 2R sin(3a + 35)

sin C' AR m
Dans ABR, — = -

sinf  sin BRA |
donc AR:SiHﬂX AB :2stnﬁxw

sin(m — (o + f))
. Avec la formule sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa :
sin(30) = sin(f + 260) = sin 6 cos(20) + sin(20) cos §

= sinf(2cos?6 — 1) + 2sin 6 cos  cos O

= sinf(2cos?d — 1+ 2+ 2cos? ) = sinf(4cos? — 1)
. sin(3a+3p) = sin(3(a+3)) = sin(a+ ) (4 cos?(a+3) —1) d’apres
le 5°)
En divisant par sin(a + (), 'égalité de 1'énoncé devient :

4 sin (g —i—fy) siny = 4cos?(a+ ) — 1.

sin(a + )

Or, remarquons que 3(a+ 4+ ) = 7 (somme des angles dans
ABC) donc ao+ f + v = g d’ou l'on déduit v = g - (B+a)

4sin(§+7)sinfy = 4sin 2%—(6—&—&) sin (g—(ﬁ—l—a))
= 4sin 2%—(5—%04) sin (W—(g—(5+0)))
— 4sin 2% —(B+ ) |sin (2; +(B+ a))

cos(2p) — cos(2q)

= 4sin(p+q)sin(p—q) =4
= —2co0s(2p) + 2 cos(2q)

4
= —2cos g +2(2cos?(q) — 1)

= —-2x f% +4cos?(q) — 2 =4cos?(q) — 1
= 4dcos?’(a+8)—1
sin(3a + 35)
sin(a + )
utilisant 4°), AR =

8 R sin 3 sin v sin (g + 'y>.

4 sin 7y sin (7; + 7) donc, en

2Rsin 8 x 4sin+ysin (7;4—7) =

10.

11.

12.

13.

Si on reproduit le raisonnement précédent, dans le triangle AQC),
a AQ au lieu de AR alors : 3 correspond a vy (un des angles de
AQC) et v correspond a 3 (I’angle ne faisant pas partie de AQC)

donc AQ) = 8Rsin ~ysin 3 sin (73T + 5) d’ou
A A
W—Q = 8Rsinysin f = W—R
sin (3 + 6) sin (3 + fy)
R, () font sur des trisectrices de BAC donc RAM = Rjél\Q =q.
Dans le triangle ARM,
AMR = 7— ARM — RAM =7 — (g—FB) -«

2m T T s
= g frasgtgofra=gE
AM AR AM AR
———— = —— donc = =
sin ARM sin RM A sin (g + ﬁ) sin (g + 7)
A

_AQ d’apres 8°). Donc AM = AQ. Comme M appartient
sin (2 + 3)

par ailleurs a la demi-droite [AQ), M = Q.
M:QdoncAﬁQ:Aﬁ\M:g+ﬁet A@R:Aﬁ/[\R:ngv.

RQ AR
sin R]TQ sin R/Q\A

Utilisons la formule des sinus dans ARG :

RQ AR .
donc — = d’ou
na (7 1)
i AR . . . s
R(Q) =sina x ——— = 8Rsinasin fsiny d’apres le 8°).
sin (% + ’y)

Le méme raisonnement que précédent conduirait a RP =
8Rsinasinfsiny et a QP = 8Rsinasin fsiny donc PQR est
équilatéral.



Probléeme 3
1. Soit H le pied de la hauteur issue de A.

Si 3 est aigu :
BH
cos B = A donc BH = ccos 3.

Dans AHC et ABH, AH? = AC? — HC? = AB? — BH? donc
y*—(x—BH)? = *~BH? dony*—2?—BH?*+2xBH = ¢*— BH?
ce qui donne y? — 2% + 2xccos f = 2, cqfd.

Si 3 est obtus :

cos(m— fB) = ]ZZ donc BH = ccos(m — ) = —ccos f3.

Dans AHC et ABH, AH? = AC? — HC? = AB? — BH? donc
y*—(r = BH)?>=c*-BH? douy?*—2*~BH?-2xBH = ¢*-~BH?
ce qui donne y* — x? 4 2xccos B = ¢?, cqfd.

(et ) —y? =+ 2%+ 2cx — y* = 2cx + 2cw cos f et

y*— (c—x)? =y? — ® — 2? + 2cx = 2cx — 2cx cos § donc
((c+2)?*—y*)(y* — (c—x)?) = (2cx +2cx cos B) (2cx — 2cx cos B) =
(2cx)? — (2cz cos B)* = (2¢x)?(1 — cos® B) = (2cz)?(sin? 3) donc

Vet a) =) — (e~ 2)?) = \/(2ex)(sin? B) = 2easinf,

etc.

. Dans ABH, si 3 est aigu, sin § = ig = ACH donc
g BC x AH  x xcsinf3
B 2 -2
Si B est obtus, AH = ABsin(m — ) = ABsin(f).
. D’aprés  2°), cxsinff = ;\/((c +2)? — y2)(y? — (¢ — 2)?)
done 5 = et oop) =
\/116((C+1’) yIle+z)+y)y = (c—2)(y + (¢ —2)) en

utilisant a? — b* = (a — b)(a +b).
Mais ((c+x) —y) = (c+z+y —2y) = (p — 2y), etc. donc

s - %16@ 29)p(p — 20)(p — 22)

(3G-)G-2-

Y
1 1 1 1 1
en remarquant que —; 6 = 5 5 5 X 5
5. p et ¢ sont ici constants donc k = g (g — c> I’est aussi, ainsi que
m="L.
2
De plus, g—y = g—y = g—(p—x—c) = —g—irx—irc =ct+x—m

Prouvons que k est positive : d’abord I'est ; ensuite ¢ < x + vy
(inégalité triangulaire) donc ¢ < p — ¢ d’ou 2¢ < p ce qui donne

c < g donc g — ¢ est aussi positif.

. La fonction k(m — z)(c+ x —m) est une fonction du second degré

en x, de racines r1 = m et x5 = m — c. Le coefficient de cette
fonction est k x (—1) x 1 = —Fk donc il est négatif; la fonction
r1+xy 2m—c p-—c

2 2 2
x et y sont ici interchangeables donc S? est aussi une fonction de
p—c

5
Donc, pour que S soit maximale, il faut que x = .

admet donc un maximum en x =

y qui a un maximum quand y =

. Parmi les triangles ABC' dont le périmetre et le c6té AB sont

fixés, celui qui a la plus grande aire est celui qui est isocele en C.



