Equations de droites et de cercles dans le planI

I. Equations d’une droite dans le plan
1) Equations cartésiennes d’une droite
Propriétés 1

(d):az+by+c=0

Toute droite (d) du plan a une équation cartésienne de la forme
‘aq:ererc:O‘.

(b . -
Le vecteur < " ) est un vecteur directeur de (d) et le vecteur 7i <Z> est

un vecteur normal de (d).

EXEMPLE 1 : Donner une équation de la droite (AB) ou A(2; —1) et
B(4;2).

TB—Ta =2
Yp—ya =3
droite (AB) donc une équation de (AB) s’écrit (puisque —b =2 et a = 3) :
3z — 2y + ¢ = 0. En remplacant x et y par les coordonnées de A, on trouve
¢ = —8 donc (AB) a pour équation 3z — 2y — 8 = 0.

—
Réponse : Le vecteur AB ( est un vecteur directeur de la

EXEMPLE 2 : Donner une équation de la droite (d) perpendiculaire & (AB)
passant par C' (—3; 7).

7’ H .
Réponse : Le vecteur AB est un vecteur normal de la droite

(d) donc une équation de (d) s’écrit (puisque a = 2 et b = 3)

2z 4+ 3y + ¢ = 0. En remplagant x et y par les coordonnées de C, on trouve
¢ = —15 donc (d) a pour équation 2x 4+ 3y — 15 = 0.

EXEMPLE 3 :
Trouver les coordonnées du point d’intersection de (AB) et (d).
3r—2y—8=0

20 +3y—15=0

on multiplie la premiere équation par 3 et la seconde par 2
{ 97 — 6y —24 =0

On résout le systeme :

Az + 6y —30 =0 d’ot1, en ajoutant les deux lignes : 9x+4x—54 = 0 donc

54 o4 29
z=13 puis 3 X T 2y —8=0donne (...) y = 3 Donc les coordonnées
S . 54 29
du point d’intersection de (AB) et (d) sont 313 )

2) Equation réduite d’une droite
Propriété 2

L’équation ax + by + ¢ = 0 peut
s’écrire, selon les cas, sous Il’'une
des deux formes réduites suivantes :
Le coefficient m est le coefficient di-
recteur de la droite et p est son or-
donnée a l'origine (ordonnée du point
d’intersection de la droite avec 'axe

des ordonnées). /
1

Propriétés 3 (Coefficient directeur d’une droite (AB))

Ay yp—ya
Ax  zTp—x4

(Ay = m.Ax donc Ay = m si Ax = 1). De plus, ou 6 est

Si I'équation de (AB) s’écrit y = max + p alors |m =

Pangle avec I’horizontale.




EXEMPLE 4 :
Soient C'(—3; 7) et D (—3; 5). Donner ’équation réduite de la droite (CD)
puis celle de la droite (AB) de I’exemple précédent.
Réponses : x¢c = xp = —3 donc 'équation de (CD) est z = —3.
Pour (AB) :
Yyp—ya _ 3

— on calcule le coefficient directeur m = ——=— =
T —TA 2

— l’équation réduite s’écrit donc y = 57 +p
— pour trouver p, on remplace = et y par les coordonnées de A (ou de

3
B):—1:§x2+pd0ncp:—4.

3
— 1’équation réduite de la droite (AB) est y = 5 x—4 (ce qui est équivalent
a3r—2y—8=0).

Propriétés 4
Soient (d) et (d') deux droites d’équations respectives y = mx + p et
y=m'z+p.

Alors : ‘ (d)//(d) <= m=m'

et ‘ (d) L (d') <= mm' =-1 ‘

EXEMPLE 5 : (Re)Trouver les équations des droites (A) et (d) respectivement
paralléles et perpendiculaires & (AB) et passant par le point C.
Réponses :

3
Nous savons que 1'équation réduite de (AB) est y = 5%~ 4 donc son coeffi-
cient directeur est m = 5

Soit m’ le coefficient directeur de (A).
3 3
(A)//(AB) donc m’ = 7 L’équation de (A) est y = 5 + p. Avec le point

23 3 23
C, on trouve p = 5 donc (A) 1y = §x+?

Soit m” le coefficient directeur de (d).

2
(d) L (AB) donc g xm” = -1 dou m" = -3 L’équation de (d) est

2 2
y=-3¢ + p. Avec le point C, on trouve p = 5 donc (d) : y = —3% +5

(équation équivalente a 2z + 3y — 15 = 0).

EXEMPLE 6 :
Trouver les coordonnées du point d’intersection de (AB) et (d).

On résout le systéme :
3
y=—-x—4 3 92
2 9 qui donne : 2%~ 4= —3% + 5 donc (multiplier par 6) :

y:—§x+5
54 3 54 29
9z — 24 = —4x 4 30 d’'ou = = 3 puis y = §XE_4: 3 Donc les

coordonnées du point d’intersection de (AB) et (d) sont (13; 3

II. Equation d’un cercle dans le plan

1) Equation d’un cercle dans le plan

Soit © un point de coordonnées (a; b) et R un réel positif.

Le cercle C de centre €2 et de rayon R est I’ensemble des points M tels que
QM = R. Donc M (x;y) € C < QM? = R? & (z —a)?> + (y — b)? = R2.
Propriété 5

Le cercle de centre Q) (a; b) et de rayon R a pour équation
(r —a)?+ (y —b)? = R2.

2) Intersection avec une droite ou un cercle

a) Résolution dans IR des équations du second degré

Ce sont des équations qui peuvent s’écrire sous la forme ax?+bx+c = 0 (a # 0).
Propriété 6
Pour résoudre l'équation ax? + bx + ¢ = 0, on calcule le discriminant

. Il y a alors trois cas :

A < 0 : I'équation n’a pas de solution réelle.

A =0 : 'équation ax® + bx + ¢ = 0 a une solution unique,
b
2a |

o =

A > 0 alors I'équation ax?® + bx + ¢ = 0 a deux solutions réelles :

—b— VA Co_ b VA

T = —— et 19
2a 2a




b) Intersection d’un cercle et d’une droite

EXEMPLE 7 : Soit le cercle (C) de centre ©(2; 3) et de rayon R = 4.
Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la droite (d)

d’équation y = 2z + 1 et du cercle (C).
-
(95—2)2—1-(—3)2 =42
qui donne (z —2)2 + (22 + 1 — 3)2 = 16 donc (z — 2)% + (22 — 2)? = 16
6 —2V19

Réponses : On doit résoudre le systéme : {

d’ott 5z? — 122 — 8 = 0. Cette équation a pour solutions z; = — 5 et
6+ 219
17— 4419 174+ 4419
Comme y = 2z + 1, on trouve y; = — et yp = +5\/>

c) Intersection de deux cercles

Propriété 7
Soient deux cercles (C) et (C") de centres et de rayons respectifs Q, R et <,
R'. Alors (C) et (C") sont sécants ssi |IR—R|< QY <R+ R.

EXEMPLE 8 : On donne Q(-3;4), R =4, Q' (2; —1), R = 5. Démontrer
que les deux cercles (C') et (C') sont sécants puis déterminer les coordonnées
de leurs points d’intersection.

Réponses : On calcule la distance entre les deux centres : Q€ = /50. Comme
IR—R'|=1=+1et R+ R =9=+/81,onabien |R—R|< QY <R+ R
donc (C) et (C) sont sécants.

(z4+3)2+ (y—4)? =42
(z—2)*+(y+1)* =5

2 +1y2 462 -8 +9=0

2?4+ y? —4x+2y—-20=0

d’ol, en soustrayant les deux lignes : 10z — 10y +29 =0 d'ou y = = + 2,9.
y=x+2,9

2?4+ —4r+2y—20=0

On doit résoudre le systéme : {

On développe :

On arrive donc & :

qui donne (...) 222 + 3,8z — 5,79 = 0. Cette équation a pour solutions
—19-7v31 —-19+7/31

— ety = ——————.

20 20

Apres avoir vérifié ces valeurs sur un graphique, on cherche y.

39 —7v31 39+ 7v31
Comme y = x + 2,9, on trouve y; = 0 et yp = +20\/;

Tr1 =

3) Reconnaitre une équation de cercle
L’objectif est ici de savoir si une équation donnée est celle d’un cercle, et, dans
I’affirmative, de donner son centre et son rayon.

Pour cela, remarquons que :
(r—a)?+(y—0)? = R? — 22 —2ax +a® +y*> — 2oy + V¥ = R? <—
2?2 4+ y? — 2ax —2by +a® + 1> — R?2 =0

EXEMPLE 9 :
Vérifier que 22 + 4> — 4x + y + 3 = 0 est I’équation d'un cercle dont on
précisera le centre et le rayon.

Réponse :

En comparant 22 +%%—4x—y+3 = 0 avec 22 +y? —2az—2by+a’+b*>—R? = 0
on voit que :
—2a = —4 donc a = 2;
—2b=1donc b= —1/2;
V5

a2+b2—R2:3doncR2:a2—|—b2—3:4+1/4—3:5/4d0ncR:7.
1 2
2+ —dr+y+3=0= (z—-2)%+ <y+2> = — : I’équation est bien

5
4
V5

[\
ot

1
celle d’'un cercle, de centre ) (2; —2> et de rayon



