CORRIGE DU SUJET 2003'

Exercice I

1°)

3°)

- Partie A -

‘:1: et y sont m—périodiques ‘ En effet, pour tout t € IR,
x(t+m) = cos(2(t+m)) = cos(2t +27) = cos(2t) = x(t) et y(t+m) = 2sin(2(t+m)) = 2sin(2t +27) =
2sin(2t) = y(t).

T m

Ceci permet de réduire 'intervalle d’étude a [—5 P 5 ]

Par ailleurs, pour tout ¢ € IR, x(—t) = cos(2(—t)) = cos(—2t) = cos(2t) = z(t) donc . et

y(—t) = 2sin(2(—t)) = 2sin(—2t) = —2sin(2t) = —y(t) donc ‘y est impaire ‘

Les deux fonctions possédant une parité, on peut encore réduire cet intervalle & [O ;

Etude de la courbe : -
2'(t) = —2sin(2t). Sit € [O ; 5} alors 2t € [0; 7] donc sin(2t) > 0 d’on 2/(t) < 0.

ol

y'(t) = 4cos(2t). Sit € [O; g] alors 2t € [0; 7] donc cos(2t) change de signe :
site [O; %] alors 2t € [0; g} donc cos(2t) = 0 d’ou y/'(t) = 0;

=

site [Z ; g] alors 2t € [5 ; 7T:| donc cos(2t) < 0 d’ou y/(t) < 0.
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Pour tout point de E, on a z(t) = cos 2t et y(t) = 2sin 2t donc z* + (%) = (cos2t)* + (sin2¢)* =1
2
d’ou 22 + yz = 1.
Cette derniére équation est celle d’une ellipse donc E est contenue dans une ellipse.

y2

Réciproquement, soit M un point de cette ellipse. On a alors : 22 =1 — yz Or -1 < 0donc 2% <1
u
c’est-a-dire —1 < x < 1. Il existe alors un nombre u tel que z = cosu, ou encore, en posant t = >

2
r = cos(2t). En remplagant dans z* + yz = 1, on obtient y = £2sin(2¢) donc (en considérant la

parité de = et de y) M appartient a E.
On pouvait aussi invoquer le fait que x varie de —1 a 1 et que y varie de —2 a 2 (avec la symétrie
obtenue grace aux parités) et ce, de fagon continue (les fonctions x et y sont continues) donc la courbe
E correspond bien a 'ellipse compléte.

x(t) = zo + acost

y(t) = yo + bsint est la représentation paramétrique de 1’ellipse de centre
=%

Rédaction alternative : {

(x0; yo) et d’axes a et b.
Ici, a = 1 et b = 2, donc ’étude faite au 1°) montre que la courbe E est ’ellipse entiére.
Eléments caractéristiques :

centre O |;|demi grand-axe b = 2

z = x donc [z = 0]; sommets de coordonnées |(zo =0; 3o +b=2)| et |(zo=0;y9—b=—2)|;
foyers de coordonnées (:co =0;y0+c= \/§) et (:co =0;y0—c= —\/g) car ¢ = Vb2 — a2 = /3.

demi petit-axe a = 1];|axe focal vertical | (car b > a), d’équation

Y




- Partie B -

1°) Le centre de S est celui de C, c¢’est-a-dire O (on notera que O est sur I’axe de rotation). Le rayon de
S est celui de C, c’est-a-dire 2.

L’équation de la sphére S s’écrit donc (z — 9)? + (y — yo)? + (2 — 20)*> = R* d’'ou |2? + y? + 2% = 4|

2°) 1l suffit de vérifier que les coordonnées de A et B satisfont I’équation de la sphére S.
7
3°) N étant le pole nord, ses coordonnées sphériques sont (2; 0; 5) Pour le A, on utilise les formules

x = Rcosfcos
y = Rsinfcosyp qui donnent 2singy = z4 = 0 donc ¢ = 0 d’olt cosp = 1 puis 2cosf x 1 =
z = Rsiny

2 2
r4 = /2 dott cosf = 5 et sinf = 5 donc 0 = % Les coordonnées sphériques de A sont donc

<2;£;0).

Pour B, on trouve de la méme facon (2; —Z ; O) .

~ A ~

4°) Une simple lecture graphique donne ici|a =b=n=—|et|A=B =N =

™
5 .

T
2
T

Remarque : on a donc donc AB=AN=NB=2x - =.

5°) L’aire du triangle sphérique NAB est (A+ B+ N —7) x R? = unités d’aires.

Exercice 11
—— o T T
1°) M(z;y;2) €C < (KM,k)=—oum— —
4 4
— o T
KM.E=KMx1x <:i:cos Z>
2
z—3 =422 +y2+ (2 —3)2 x g
1
(2 —3)2 = 5(1’2 +y? + (2 — 3)%)
20z =32 =22+ y* + (2 — 3)?
(z=3) =2+ <= (3—2)? = 2% + ¢~
Car z — 3 et 3 — z sont opposés et ont donc le méme carré.
Ce calcul est valable pour M # K mais K vérifie quand méme I’équation finale.
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2°) En remplagant z par 0 dans I’équation précédente, on trouve z? + y? = 9 qui est, dans le plan
d’équation z = 0, I’équation du cercle de centre O et de rayon 3.

3°) a) Pour tout point M et son image M’ par I, on a :

— 5 — — — —
—ona QM = RIVE] QM = XQM ; les vecteurs QM et QM sont colinéaires donc 2, M et M’ sont
alignés ;

QM2
—on a aussi QM .QM' = QM. 0 W: 0

QM? QM?
La transformation I est donc I'|inversion de pole €2 et de rapport 6 ‘

= 6 (constante).

— 5 —
b) On trouve, en traduisant la relation QM = Ve QM en coordonnées, que (...) |A"(=2;0; 0)

et |B'(—2;1;0)]

Remarque : on sait que A" € (QA) donc A’ est sur les plans d’équation y = 0 et z = 0. Ses

—
coordonnées sont donc (2'; 0; 0). La relation QOAQA = 6 devient ensuite 6(z' +3) = 6 d’on
= =2



c)

4%) a)

— Les coordonnées de 2 vérifient 1’équation du cone C et ’équation z = 0 donc (2 appartient
a E. Ainsi, le cercle E passe par le pole €2 donc son image est une droite I' perpendiculaire au
diamétre [Q0)] (et contenue dans le plan contenant le cercle E).

2 4 .2 _
— Les points A et B appartiennent au cercle E car leurs coordonnées vérifient { §—+Oy =Y

— Les points A’ et B’ appartiennent donc a la droite I'.
. . . . , L. = -2
— Les points A’ et B’ appartiennent aussi a la droite D car leurs coordonnées vérifient { :_ 0

Si deux droites ont deux points en commun alors elles sont confondues donc I'image I' de E est D.

On a QM' = <QM2 QM) (relation (1)). Si M a pour coordonnées (_Z; t; O) alors QM a

9 9
pour coordonnées (_Z +3;t; 0) donc QM? = % + o La relation (1) donne, pour la premiére

coordonnée :

3 2 2 —3t2 - 27/1 45/16 — 3t?
x’+3:%x—doncx’: 29/9—3:9/ 3 5 /6: 5/26 93 :
“+ 15 4 *+ 35 “+ 15 “+ 15

Les autres relations donnant ¢y’ et 2’ s’obtiennent de méme.

b) Soit M un point de A et M’ son image par I. On a alors

45/16 — 3¢2 ? 6t \° 1 179 ?
FM? = (22— 2 4 ) +0?2=(—— 4?2 + 36t2
<t2+9/16 ) +<t2+9/16> - <t2+9/16) (4 ) i
1 281 1 > 79 2
= ([———) |= 4182416t = ([ =—— | (> +422
<t2+9/16) {16+ * } (t2+9/16) (4+ )
2

1 ? 9

donc FM' = 4 : I'image de A par I est contenue dans la sphére S, de centre F'(1;0;0) et de
rayon 4.



